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12. UBUNGSBLATT ZUR LINEAREN ALGEBRA I

Determinante, Eigenwerte, Eigenvektoren, diagonalisierbar

Hinweis: Sdmtliche Punkte auf diesem Blatt sind Bonuspunkte.

Aufgabe 1. ((Gruppe) 2P+2P)

Fiir n € N sei die Matrix A4,, € R"*" gegeben durch die Eintriagen

i fallsi=j— 1,

1 falls ¢ = j,
A5 = . . .
/ —j fallsi=j 41,
0 sonst.

a) Geben Sie fiir n = 1,2, 3 die Matrix A,, explizit an und berechnen Sie det(A4,,).

b) Zeigen Sie durch Induktion nach n, dass det(A,) =n!=n-(n—-1)-(n—2)-...-2-1.

Aufgabe 2. ((Alleine) 2P+4P)

a) Berechnen Sie die Determinanten der folgenden Matrizen:

o

A=[2 -1 0] , B:=
5 1 ¢ -2 3 1 1
3.0 2 1

Uber welchen endlichen Kérpern F,, sind diese jeweils invertierbar?

b) Gegeben sei die Matrix

-2 0 -1 7
-1 2 0 3
¢= 2 0 2 -4
0 0 1 3

Berechnen Sie die Determinante, Eigenwerte und Eigenrdume von C.

Das Ubungsblatt kann bis spitestens Freitag den 12. 02. 2021 um 23:59 Uhr abgegeben werden.
Schreiben Sie Namen und Matrikelnummer aller Gruppenmitglieder sowie Thre Ubungsgruppe gut
lesbar auf Ihre Abgabe. Es diirfen bis zu drei Personen gemeinsam in einer Ubungsgruppe sein.



Aufgabe 3. ((Alleine) 1P+3P)

a) Sei K nun ein beliebiger Korper, n,k € N und A € K™*" eine quadratische Matrix mit
AF = I,. Hier bezeichnet I, wie immer die Identitéitsmatrix. Zeigen Sie, dass dann alle
Eigenwerte von A Einheitswurzeln sind, d.h. es existiert fiir jeden Eigenwert A ein k € N mit
AP =1,

b) Sei 0 = (1,7,3,5)(2,6,4) € S7 und der Endomorphismus ¢, durch:
bo 1 RT 5 RT ¢,(e;) = eq(i)

gegeben. Bestimmen Sie die Determinante und Eigenrdume von ¢, .

Aufgabe 4. ((Gruppe) 2P+4P)
Sei K ein Korper und V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum.

a) Sei ¢ € End(V) ein Endomorphismus mit paarweise verschiedenen Eigenwerten Aq,..., Ay €
K und zugehorigen Eigenvektoren vy, ...,v; € V. Zeigen Sie, dass dann bereits vy, ..., vg
linear unabhéngig sind.

b) Wir wollen folgende Aussage zeigen: Seien ¢, € End(V') zwei diagonalisierbare Endomor-
phismen. Dann kommutieren ¢ und % genau dann, wenn sie simultan diagonalisierbar! sind.
Sie konnen dabei wie folgt vorgehen:

(i) Seien ¢, 1 € End(V') zwei kommutierende Endomorphismen, d.h. es gilt ¢ o) = 1) 0 ¢.
Zeigen Sie, dass jeder Eigenraum Eig(¢, ) ¢-invariant ist, d.h. es gilt ¢ (Eig(¢,\)) C
Eig(¢, ).

(ii) Sei ¢ € End(V) ein diagonalisierbarer Endomorphismus und U C V ein ¢-invarianter
Unterraum. Zeigen Sie, dass dann auch ¢|y diagonalisierbar ist.

(iii) Zeigen Sie nun die Aussage.

Bemerkung: Falls Sie einen Zwischenschritt nicht losen konnen, dirfen Sie ihn dennoch zum
Beweis der Aussage verwenden.

1D.h. es existiert eine Basis B := {b1,...,bn} sodass alle b; Eigenvektoren von ¢ und 1 sind.

Das Ubungsblatt kann bis spitestens Freitag den 12. 02. 2021 um 23:59 Uhr abgegeben werden.
Schreiben Sie Namen und Matrikelnummer aller Gruppenmitglieder sowie Ihre Ubungsgruppe gut
lesbar auf IThre Abgabe. Es diirfen bis zu drei Personen gemeinsam in einer Ubungsgruppe sein.



